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V zaključni nalogi je prikazan elektron kot elektromagnetno evanescentno valovanje, ki je 
posledica elektromagnetnega nihanja. Na podlagi predpostavljenega modela je izpeljana 
elektromagnetna Schrödingerjeva enačba prostega elektrona. Tako zasnovan dinamični 
elektromagnetni model elektrona ima veliko skupnega s svetlobo, kar je v nalogi prikazano 
na številnih primerih. Naloga v drugem delu poda izračun statičnega in dinamičnega 
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The thesis presents an electron as an electromagnetic evanescent wave due to 
electromagnetic oscillation. Based on the assumed model, the electromagnetic Schrödinger 
equation of the free electron is derived. The dynamic electromagnetic model of the electron 
designed in this way has a lot in common with light, which is shown in many cases in the 
thesis. The second part of the thesis gives the calculation of the static and dynamic electric 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
a m polmer 
B T gostota magnetnega polja 
C m F-1, m H-1 konstanta 
c m s-1 svetlobna hitrost 
E V m-1 jakost električnega polja 
e+ / pozitron 
e− / elektron 
H A m-1 jakost magnetnega polja 
h J s Planckova konstanta 
𝑗𝑗𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘) / krogelna Besselova funkcija prve vrste 
k m-1 valovno število 
M A m-1 volumska magnetizacija 
𝑚𝑚𝑚𝑚 A m2 magnetni dipolni moment 
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𝑞𝑞𝑒𝑒 C električni naboj elektrona 
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t s čas 
𝑈𝑈𝑒𝑒 J energija električnega polja 
𝑈𝑈𝑚𝑚 J energija magnetnega polja 
V m3 volumen 
x m kartezična koordinata 
𝑌𝑌𝑛𝑛𝑙𝑙(𝜃𝜃,𝜙𝜙) / krogelni harmoniki 
y m kartezična koordinata 
z m kartezična koordinata 
   
γ / foton 
ε J energija 
ε f J energija fotona 
𝜀𝜀0 F m-1 dielektrična konstanta 
𝜃𝜃 o krogelna koordinata 
𝜌𝜌 C m-3, Wb m-3 volumska gostota naboja 
ρe C m-3 volumska gostota električnega naboja 
ρm Wb m-3 volumska gostota magnetnega naboja 
λ m valovna dolžina 
𝜇𝜇0 H m-1 magnetna konstanta  
𝛷𝛷𝑒𝑒 V električni skalarni potencial 
𝛷𝛷𝑚𝑚 A magnetni skalarni potencial 
𝜙𝜙 o krogelna koordinata 
 
xiii 
𝛹𝛹 / valovna funkcija 
ω Hz krožna frekvenca 
ћ J s reducirana Planckova konstanta 
∇ m-1 operator gradienta 
∇2 m-2 Laplaceov operator 
  ̂ / energijski operator 
   
Indeksi   
   
d dinamični  
e električni   
m magnetni   
s statični  
   
Konstante   
   
c 2.99792458 · 108 m/s  
h 6.62607004 · 10-34 J/s  
ћ 1.054571817 ·  10-34 J/s  
𝜀𝜀0 8.854187817 · 10-12 F m-1  
𝜇𝜇0 1.25664 · 10-6 · H m-1  
𝑞𝑞𝑒𝑒 1.602176634 · 10-19 C  
𝑚𝑚𝑚𝑚 9.2740091523 · 10-24 A m2  
   






1.1 Ozadje problema 
Fizika obravnava svetlobo kot elektromagnetno valovanje in elektron kot snovni delec, ki je 
podvržen mehanskemu nihanju. Elektromagnetno valovanje je opredeljeno z valovnimi 
enačbami, elektron pa je opisan kot mehansko nihanje snovnega delca v potencialnem polju. 
Oba pojava je kot celoto težko razložiti, saj nastanejo težave z razumevanjem valovne 
funkcije kot posledica snovnih valov. Tak sistem je bistveno preprostejši, če izključimo 
snovno valovanje in ga obravnavamo kot čisti elektromagnetni pojav. Z elektromagnetno 
razlago dvojne narave valovanja in snovi je lažja tudi razlaga fizikalnih pojavov, kot je 





Cilj naloge je sestava fizikalno matematičnega modela, ki bo poleg elektromagnetnega 
valovanja svetlobe tudi elektron opisal z elektromagnetnimi enačbami kot nihanje, oziroma 
valovanje. To je mogoče, če tako nihanje vzbuja izginjajoče - evanescentno valovanje, ki 
kot celota ne izgublja energije [1,2,3]. Tak sistem deluje zgolj na elektromagnetni osnovi 
brez mehanskih komponent in nudi nov pogled na fizikalne lastnosti nabitih delcev [4].  
 
Naloga v uvodu prikaže tematiko in nudi pregled literature s tega področja. V drugem 
poglavju naloge so podane teoretične osnove fizikalnega pojava. V tem poglavju so opisane 
Maxwellove diferencialne enačbe. Iz njih sta izpeljani valovni enačbi električnega in 
magnetnega polja. Sledi diferencialna enačba potencialnega polja, na podlagi katere je 
izveden izračun energijskih razmer pri obravnavi fotona in elektrona. Poglavje se konča s 
Schrödingerjevo diferencialno energijsko enačbo prostega elektrona. Tretje poglavje 
obravnava mehanski fizikalni analogni model, ki odraža glavne značilnosti pretvorbe 
elektrona v foton. Opisana je pretvorba elektrona v svetlobo pri trku pozitrona in elektrona. 
Sledi primer pretvorbe svetlobe v snov pri prehodu svetlobnega valovanja ob jedru atoma, 
kjer se le ta spremeni v snovni elektron in pozitron. V podpoglavju o interferenci 
posameznega elektrona na dvojni reži je prikazan fizikalni pojav, ki je s klasično razlago 
elektrona kot mehanskega delca zelo težko razložljiv. Poglavje se zaključi s primerom 
Uvod 
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hodečih kapljic, ki v makro svetu zelo nazorno prikažejo dogajanje v območju elementarnih 
delcev. Sledi izračun dinamskega elektromagnetnega polmera elektrona, ki sloni na izračunu 
valovne diferencialne enačbe v krogelnem koordinatnem sistemu. V začetku je razložena 
Helmholtzova diferencialna enačba, ki je podlaga dinamičnim rešitvam elektromagnetnega 
modela. V nadaljevanju je prikazana Greenova funkcija ki se nahaja v rešitvi Helmholtzove 
diferencialne enačbe. Sledi podpoglavje o elektrostatiki in magnetostatiki, katerih osnova je 
Poissonova diferencialna enačba in izračun statičnega električnega in magnetnega polmera 
elektrona. Opisana je teorija dinamičnega monopola in dipola, ki je potrebna za izračun 
dinamičnega električnega in magnetnega polmera elektrona. Dinamični električni in 
magnetni polmer elektrona v literaturi še ni bil opisan in je novost pri opisu elektrona. V 
četrtem poglavju so prikazani rezultati in analiza rezultatov. Naloga se zaključi s petim 




2 Teoretične osnove in pregled literature 
2.1 Teorija elektromagnetnega valovanja in nihanja 
 Maxwellove diferencialne enačbe 
Elektromagnetne pojave v najbolj splošni obliki opišejo štiri Maxwellove parcialne 
diferencialne enačbe [5], ki se v vakuumu brez tokov glasijo  










∇ ⋅ 𝐄𝐄 = 0 (2.3) 
∇ ⋅ 𝐁𝐁 = 0 (2.4) 
 
V teh enačbah je 𝐄𝐄 = 𝐄𝐄(𝐫𝐫, t) vektor električne poljske jakosti, 𝐁𝐁 = 𝐁𝐁(𝐫𝐫, t) vektor gostote 
magnetnega polja, c svetlobna hitrost, t čas in 𝐫𝐫 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) krajevni vektor. Operator 






� omogoča odvajanje vektorja po kartezičnih koordinatah x, y, z. V 
nadaljevanju bomo v nekaterih enačbah izpustili oznako za prostorsko in časovno odvisnost 
(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) zaradi preglednosti, kjer pa je potrebno zaradi razumljivosti odvisnost poudariti, bomo 
tak zapis tudi uporabili. Svetlobna hitrost je povezana z indukcijsko konstanto 𝜇𝜇0 in 
dielektrično konstanto 𝜀𝜀0 na sledeč način 
1
𝑐𝑐2
= 𝜀𝜀0𝜇𝜇0 (2.5) 
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 Valovne enačbe 
Iz Maxwellovih diferencialnih enačb lahko izpeljemo diferencialne enačbe 
elektromagnetnega valovanja [9]. Izpeljavo začnemo z levo stranjo prve Maxwellove 
diferencialne enačbe (2.1), kjer izvedemo operacijo rotorja na levi strani enačbe 
∇ × (∇ × 𝐄𝐄). Dobljeni izraz lahko poenostavimo z upoštevanjem tretje (2.3) Maxwellove 
diferencialne enačbe   
∇ × (∇ × 𝐄𝐄) = ∇(∇ ⋅ 𝐄𝐄) − ∇2𝐄𝐄 = −∇2𝐄𝐄 (2.6) 
 












Nato izvedemo še operacijo rotorja na desni strani enačbe (2.1) in za zapis izraza ∇ × 𝐁𝐁 











Ker smo izvedli operacijo rotorja na obeh straneh enačbe (2.1), kar je podano v enačbah 
(2.6) in (2.8), povežemo desni strani obeh enačb in preuredimo. Iz te izpeljave dobimo 






= 0 (2.9) 
 
Podobno postopamo pri izpeljavi valovne enačbe za magnetno polje. V enačbi (2.2) 
izvedemo operacijo rotorja na levi strani enačbe in podobno kot v enačbi (2.6) zapišemo  
∇ × (∇ × 𝐁𝐁) = −∇2𝐁𝐁 (2.10) 
 
Izvedemo operacijo rotorja še na desni strani enačbe (2.2) in uporabimo enačbo (2.1) za 












Nato povežemo desne strani enačb (2.10) in (2.11). Dobimo valovno enačbo magnetnega 
polja 







= 0 (2.12) 
 
S to izpeljavo smo iz Maxwellovih diferencialnih enačb (2.1, 2.2, 2.3, 2.4) dobili dve valovi 
diferencialni enačbi drugega reda (2.9) in (2.12), ki se strukturno ujemata, le da v prvi (2.9) 
nastopa vektor električne poljske jakosti E, v drugi (2.12) pa vektor gostote magnetnega 
polja B. S tema enačbama popišemo elektromagnetno valovanje, ki je podlaga svetlobi, 
oziroma elektromagnetnemu kvantu svetlobe, ki ga imenujemo foton.  
 
Maxwellove diferencialne enačbe, ki smo jih zapisali na začetku, veljajo za primer valovanja 
brez izvora in ponora. Zato je v tem primeru divergenca električnega polja (2.3) enaka nič. 
Za popis elektrona, ki je izvor električnega polja, divergenca v enačbi (2.3) ni enaka nič  





V tej enačbi je 𝜌𝜌𝑒𝑒 = 𝜌𝜌𝑒𝑒(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) volumska gostota električnega naboja. S podobno izpeljavo, 
kot je bila izvedena pri nični divergenci električnega polja, dobimo valovno enačbo 











Vektorsko polje 𝐄𝐄(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) lahko izrazimo kot gradient skalarnega potencialnega električnega 
polja 𝛷𝛷𝑒𝑒(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) 
𝐄𝐄 = −∇𝛷𝛷𝑒𝑒 (2.15) 
 
Podobno lahko izrazimo tudi vektor magnetne poljske jakosti 𝐇𝐇 = 𝐇𝐇(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) kot gradient 
skalarnega potencialnega magnetnega polja 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) 
𝐇𝐇 = −∇𝛷𝛷𝑚𝑚 (2.16) 
 
Povezava med vektorjem gostote magnetnega polja 𝐁𝐁(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) in vektorjem magnetne poljske 
jakosti 𝐇𝐇(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) opredeljuje sledeča enačba 
𝐁𝐁 = 𝜇𝜇0(𝐇𝐇+ 𝐌𝐌) (2.17) 
 
kjer je 𝐌𝐌(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) vektor magnetizacije [10]. V enačbi (2.17) lahko na obeh straneh enačbe 
uporabimo divergenco in glede na četrto Maxwellovo enačbo (2.4) dobimo 
∇ ⋅ 𝐁𝐁 = 𝜇𝜇0∇ ⋅ (𝐇𝐇 + 𝐌𝐌) = 0 (2.18) 
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Iz te enačbe sledi ∇ ⋅ 𝐇𝐇 = −∇ ⋅ 𝐌𝐌, oziroma po vzoru enačbe (2.13) 
∇ ⋅ 𝐇𝐇 = 𝜇𝜇0𝜌𝜌𝑚𝑚 (2.19) 
 Potencialna funkcija in valovna enačba 
V nadaljevanju bomo z 𝛷𝛷(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) označevali skalarno potencialno funkcijo, in sicer je lahko 
električna 𝛷𝛷𝑒𝑒(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) ali magnetna 𝛷𝛷𝑚𝑚(𝐫𝐫, 𝜕𝜕). Homogeno valovno enačbo (2.9), oziroma (2.12), 
kjer 𝐁𝐁 nadomestimo s  𝐇𝐇, lahko zapišemo tako, da vektorsko polje zamenjamo z gradientom 
skalarnega polja (2.15), oziroma (2.16) in gradient izločimo iz enačbe. To lahko naredimo 







= 0 (2.20) 
 
Zapisano diferencialno enačbo lahko rešujemo po postopku ločevanja spremenljivk, tako da 
ločimo potencialno funkcijo na prostorsko 𝛷𝛷(𝐫𝐫) in časovno komponento  𝑇𝑇(𝜕𝜕) 
𝛷𝛷(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) = 𝛷𝛷(𝐫𝐫)𝑇𝑇(𝜕𝜕) (2.21) 
 
Homogena diferencialna enačba (2.20) se z delitvijo spremenljivke 𝛷𝛷(𝒓𝒓, 𝜕𝜕) (2.21)  










Diferencialna enačba je rešljiva takrat, ko enačbo (2.22) izenačimo s konstanto, ki jo bomo 
v nadaljevanju določili.  
 
Časovni del homogene diferencialne enačbe (2.22) lahko rešimo s sledečim nastavkom  
𝑇𝑇(𝜕𝜕) = 𝑅𝑅−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (2.23) 
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2.2 Energijske enačbe 
 Energijska enačba fotona 
V tem poglavju bomo iz valovnih enačb pridobili energijske enačbe, ki bodo služile za popis  
elektromagnetnega nihanja elektrona. Za lažjo nadaljnjo obravnavo bomo valovno enačbo 








= 0 (2.26) 
 
 
kjer 𝛷𝛷(x,t) označuje potencial v smeri x. Rešitev eno dimenzijske homogene valovne 
diferencialne enačbe izpolnjuje enačba ravnega vala 
𝛷𝛷(𝑥𝑥, 𝜕𝜕) = 𝛷𝛷0𝑅𝑅𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝑖𝑖𝑖𝑖) (2.27) 
 
kjer je 𝛷𝛷0 konstanta. Energijo fotona 𝜀𝜀𝑓𝑓 zapišemo s sledečo enakostjo  
𝜀𝜀𝑓𝑓 = ℏ𝜔𝜔 = 𝑝𝑝𝑐𝑐 (2.28) 
 
kjer je s p označena gibalna količina fotona, ℏ pa je reducirana Planckova konstanta. 
Povezava med Planckovo konstanto in reducirano Planckovo konstanto  je  ℎ = 2𝜋𝜋ℏ. 
Povezava med valovno dolžino 𝜆𝜆 in valovnim številom k pa je 𝜆𝜆𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋. Enačbo (2.28) smo 
dobili na podlagi povezave med krožno frekvenco valovanja 𝜔𝜔 in svetlobno hitrostjo c 
(2.25), ter med povezavo gibalne količine p in valovnega števila  𝑝𝑝 = 𝑘𝑘ℏ. 
 
Rešitev valovne enačbe (2.27) odvajamo po času 
 𝜕𝜕𝛷𝛷(𝑥𝑥, 𝜕𝜕)
𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝑖𝑖𝜔𝜔𝛷𝛷0𝑅𝑅𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝑖𝑖𝑖𝑖) = −𝑖𝑖𝜔𝜔𝛷𝛷(𝑥𝑥, 𝜕𝜕) (2.29) 
 








= 0 (2.30) 
 
Če 𝜔𝜔 nadomestimo z enačbo (2.25) in uporabimo zvezo  
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐 = ℏ𝑘𝑘 (2.31) 
 
kjer je 𝑚𝑚𝑒𝑒 masa elektrona, dobimo  









= 0 (2.32) 
 









  (2.33) 
 
Einsteinova energijska enačba elektrona kot delca se glasi 
𝜀𝜀𝑒𝑒 = 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐2   (2.34) 
 
S to enačbo je določena celotna notranja energija elektrona 𝜀𝜀𝑒𝑒. Z uporabo enakosti (2.31) 






Dinamiko elektrona lahko obravnavamo s harmoničnim nihanjem električne in magnetne 
energije. Energija elektrona je razdeljena na dva enaka dela, na električno energijo 𝑈𝑈𝑒𝑒 in 
magnetno energijo 𝑈𝑈𝑚𝑚. Celotna energija elektrona je torej seštevek obeh energij 
𝜀𝜀𝑒𝑒 = 𝑈𝑈𝑒𝑒 + 𝑈𝑈𝑚𝑚 (2.36) 
 
Če je celotna energija elektrona 𝜀𝜀𝑒𝑒, in sta električna 𝑈𝑈𝑒𝑒 in magnetna 𝑈𝑈𝑚𝑚 energija elektrona 
enaki po velikosti, potem lahko iz enačb (2.35) in (2.36) to enakost tudi izpišemo  





Iz elektromagnetne Schrödingerjeve enačbe za prosti elektron lahko izpišemo posamični 






= 𝑈𝑈𝑒𝑒𝛷𝛷𝑒𝑒(𝑥𝑥, 𝜕𝜕) (2.38) 
 






= 𝑈𝑈𝑚𝑚𝛷𝛷𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝜕𝜕) (2.39) 
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Operatorska enačba se v primeru električne in magnetne energije preoblikuje v 













𝜕𝜕2𝛹𝛹 ( , )x t
𝜕𝜕𝑥𝑥2
= 𝜀𝜀𝑘𝑘𝛹𝛹 ( , )x t  (2.42) 
 
in je izpeljana na podlagi kinetične energije elektrona 𝜀𝜀𝑘𝑘. V tej enačbi je 𝛹𝛹 ( , )x t valovna 
funkcija, kateri je težko določiti pomen. Ta težava je bila razrešena z Copenhagenskim 
dogovorom [20], po katerem predstavlja verjetnost, kje se elektron nahaja in je bila kasneje 
dopolnjena z normalizacijo in uvedbo potencialne energije še preoblikovana za vodikov 
atom. Težava z interpretacijo še v današnjem času obstaja. Izpeljani enačbi z 
elektromagnetno interpretacijo imata enako obliko kot izvirna Schrödingerjeva enačba, 
predstavljata pa elektromagnetno nihanje in ne mehansko. Elektromagnetni enačbi 
predstavljata nihanje električne in magnetne energije, ki sta zamaknjeni za fazni kot 900. 
Interpretacija je izpeljana neposredno iz Maxwellovih diferencialnih enačb in ne vključuje 
mehanske komponente, kot je to v izvirni Schrödingerjevi enačbi. Zato lahko 
elektromagnetna interpretacija veliko lažje razloži interferenčne pojave elektrona, tunelski 
efekt, pretvorbo elektrona v foton, ter druge pojave, ki so z mehansko interpretacijo težko 
razložljivi [21-22]. Razlaga svetlobe in elektrona je s pomočjo elektromagnetne 
interpretacije mnogo lažja, kot z mehansko interpretacijo, ki nima čiste fizikalne osnove 




Slika 2.1: Elektromagnetno valovanje svetlobe in elektromagnetno nihanje elektrona. Z N in S sta 
označena magnetna pola elektrona 
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Iz opisanega lahko zaključimo, da je med svetlobo kot elektromagnetnim valovanjem in 
elektronom kot elektromagnetnim nihanjem veliko skupnega. Razlikujeta se v časovni 
komponenti. V primeru valovanja sta vektorja 𝐁𝐁(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) in 𝐄𝐄(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) časovno usklajena. V 
primeru elektromagnetnega nihanja, pa je fazni zamik 90o med nihanjem električnega 




3 Metodologija raziskave 
3.1 Mehanski analog  
V tem poglavju bo prikazan mehanski model, ki ponazarja pretvorbo elektrona v svetlobo. 
Elektron lahko smatramo kot elektromagnetni oscilator, svetlobo pa kot elektromagnetno 
valovanje. Med tema pojavoma je neposredna zveza, ki bo prikazana na mehanskem modelu 




Slika 3.1: Jezdec valov na deski. Z navpičnim gibanjem povzroča nihanje vodne gladine. Ko se 
loputa bazena odpre, jezdec valov na valu zapusti bazen 
 
V manjši bazen napolnjen z vodo postavimo na gladino desko, na kateri je športnik. Bazen 
ima na eni strani odtočni kanal, ki pa je v začetku zaprt, tako da voda ne izteka. Športnik 
stoji na deski, gladina pa je mirna. V tem položaju je kinetična energija nič, potencialna 
energija glede na gladino pa je tudi nič. Športnik na deski začne v pravilnem ritmu 
poskakovati na deski v navpični smeri. Pri odskoku z deske se deska dvigne, dvigne pa se 
tudi gladina vode pod desko, medtem ko gladina ob robu bazena pade. Ko športnik pristane 
nazaj na deski, se le ta pomakne navzdol in izpodrine tekočino, ki sedaj naraste ob robu 
bazena. Športnik ob odskoku pridobi potencialno energijo in izgubi kinetično. Ravno 
obratno se zgodi pri pristanku na deski. Pri tem izgubi potencialno energijo in pridobi 
kinetično energijo. V nadaljevanju se zgodba ponovi. Ko športnik z desko izpodriva 
tekočino, pridobiva potencialno energijo in izgublja kinetično, pri dvigovanju iz najnižje 
točke pa pridobiva kinetično energijo in izgublja potencialno do ravnovesne ničelne lege 
gladine. Nato se cikel ponovi. Če povzamemo, kinetična in potencialna energija nihata z 
zamikom 90o, kar predstavlja harmonično nihanje. Sledi pretvorba nihanja v valovanje. V 
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trenutku, ko je športnik v najvišji legi, odpremo vrata v odtočni kanal. Val vode se začne 
razširjati po kanalu, športnik pa ob uporabi veščin jezdenja na valovih uspešno ujame val in 
potuje po kanalu na vrhu nastalega vala. Športnik ima še vedno skoraj polno potencialno 
energijo, saj je blizu vrha vala, obenem pa tudi polno kinetično energijo, saj se s hitrostjo v 
premika vzdolž kanala. V tem primeru lahko rečemo, da je kot med valovanjem kinetične 
energije in potencialne energije 0o, oziroma oba valovanja sta v fazi.  
 
Energijsko pretvorbo pri elektromagnetnem valovanju in elektromagnetnem nihanju smo 
izdatno opisali v predhodnem poglavju.   
 
 
3.2 Primeri dvojne narave energije in snovni  
V tem podpoglavju bomo prikazali nekaj znanih fizikalnih pojavov, ki jih lažje opišemo z 
elektromagnetnim nihanjem kot z mehanskim. Podrobnosti teh pojavov naloga ne razlaga, 
ker to ni namen naloge. 
 
 
 Razpad para elektron pozitron v sevanje 
Pretvorba, ki je opisana v analogu iz prejšnjega poglavja je prisotna pri pretvarjanju 
elektrona v svetlobo, kar se zgodi pri trčenju materije in antimaterije, oziroma elektrona in 
pozitrona (Slika 3.2) [23]. Pri medsebojnem trku obeh delcev pride do tako imenovane 
anihilacije, oziroma izničenja, kjer se snov spremeni v elektromagnetno valovanje, oziroma 
sevanje. Ta fizikalni pojav opišemo s sledečo enačbo (Slika 3.3) 
𝑅𝑅− + 𝑅𝑅+ → 𝛾𝛾 + 𝛾𝛾 (3.1) 
 








Slika 3.3: Potek izničenja elektrona in pozitrona 
 




Slika 3.4: Feynmanov diagram anihilacije 
 
Pri anihilaciji elektron in pozitron trčita in razpadeta v dva fotona. Energija, ki se sprosti ob 
tem pojavu je 2x 0.511 MeV. Energija 0.511 MeV je notranja energija enega elektrona. 
 
 
 Tvorba para elektron pozitron 
Nasproten pojav anihilaciji  je tvorba para elektron pozitron [25]. Foton 𝛾𝛾, ki preleti jedro 
atoma v njegovi bližini, tvori par elektron 𝑅𝑅− in pozitron 𝑅𝑅+. Energija fotona mora biti večja 
kot je vsota energij elektrona in pozitrona v mirovanju. Če imata elektron in pozitron 
energijo v mirovnem stanju 0.511 MeV , potem je potrebna energija fotona, da poteka tvorba 
para, vsaj 1.022 MeV. Pojav tvorbe para opiše sledeča enačba (Slika 3.5) 





Slika 3.5: Tvorba para elektron pozitron 
 
Ta proces se dogaja samo v bližini jedra atoma, saj le ta prejme presežno energijo, ki se pri 
tem procesu lahko sprošča. Jedro atoma sprejeto energijo spremeni v gibanje. Takoj za 
tvorbo para se zgodi anihilacija nastalega pozitrona in bližnjega elektrona. 
 




Slika 3.6: Feynmanov diagram tvorbe para elektron pozitron 
 
 
 Interferenca na dvojni reži 
Dobro poznan je eksperiment dvojne reže pri svetlobi [26-27]. Enobarvni žarek svetlobe 
usmerimo na ploščico z dvojno režo. Del žarka potuje skozi obe reži, del žarka pa zaustavi 
ploščica. Na zaslonu, ki je primerno oddaljen od ploščice z režama, se ustvari interferenčna 
slika s progami svetlobe. Svetloba se izmenično ojača in oslabi na zaslonu. 
  
Bolj presenetljiv je izid, ko usmerimo elektronski curek v ustrezni reži. Tudi elektroni se 
uklanjajo in po daljšem času dobimo na zaslonu proge sestavljene iz pik, ki jih naredijo 
dospeli elektroni. Pojav bi lahko razložili z interferenco med elektroni. Eksperiment lahko 
naredimo še bolj zanimiv, če na režo ciljamo s posameznimi elektroni. V tem primeru 
interferenca med elektroni odpade, pa vendar se na zaslonu pojavijo po daljšem obdobju 
interferenčne proge. Pojav je s stališča elektrona kot trdega delca težko razložljiv. Opisana 
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teorija elektrona kot elektromagnetno nihanje in posledično valovanje, pa ta pojav lahko 
razloži. Elektron, ki potuje skozi eno režo povzroči valovanje. Del valovanja ki ga povzroči 
elektron, gre skozi drugo režo (Slika 3.7). Po prehodu obeh delov valovanja skozi reži, oba 
dela valovanja medsebojno interferirata in povzročita interferenčno sliko na zaslonu (Slika 
3.8). Če namesto dveh rež postavimo pred zaslon ploščico s samo eno režo, tako svetlobna 




Slika 3.7: Pojav interference elektronov na zaslonu 
‐  




 Eksperiment hodečih kapljic 
V makro svetu pojav interference elektronov na zaslonu najbolje ponazarja poskus 
hodečih kapljic [28]. V posodo napolnjeno z vodo vlijemo malo olja, tako da nastane na 
površini oljni film. Posodo postavimo na vibrator z ustrezno frekvenco, ki trese posodo. 
Iglo pomočimo v olje in nastalo kapljico spustimo v posodo. Zaradi površinske napetosti 
in vibracij na gladini, se kapljica odbije od gladine. Pri ustrezni frekvenci nihanja 
gladine, začne kapljica poskakovati na gladini. Če pojav slikamo z ustrezno kamero, ki 
ima sinhroniziran prožilec z vibratorjem in naredi vsakič sliko, ko je kapljica v vrhnji 
legi, dobimo niz slik, ki ponazarjajo »hojo« kapljice (Slika 3.9). Kapljica ustvarja na 
gladini valove, in če jo usmerimo na dvojno režo, se njena pot po prehodu skozi režo 
ukloni. Na zaslonu za režo lahko naredimo »sliko« interferenčnih pasov ob dotiku kapljic 
na zaslon. Interferenčni pojav opazimo med valovanjem, ki ga povzroči hodeča kroglica 





Slika 3.9: Hodeča kaplica na oljni površini [29] 
 
Slika 3.10: Interferenčni pojav hodeče kapljice na dvojni reži [30] 
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Interferenčni pojav elektronov na dvojni reži in poskus hodečih kapljic potrjuje novo razlago 
strukture elektrona z elektromagnetnim nihanjem, ki povzroča evanescentno valovanje brez 
izgube energije v svoji bližini. Če smatramo elektron kot trden delec, je ta pojav zelo težko 
razložiti. V kvantni mehaniki je ta pojav bizarno razložen s pojavom delca istočasno na dveh 
mestih. Po tej teoriji naj bi en elektron sočasno potoval skozi desno in levo režo in nato 
interferiral. Prikazana nova teorija ta pojav lahko razloži na eleganten način, ki je podoben  
eksperimentu z interferenco hodečih kapljic. 
 
 
3.3 Izračun elektromagnetnega polmera elektrona  
Sledeča poglavja so namenjena reševanju statične Poisonove in dinamične Helmholtzove  
diferencialne enačbe, s pomočjo katerih bomo izračunali statična in dinamična električna in 
magnetna polmera elektrona.  
 
 
 Jedro elektrona  
V standardnem modelu fizike je elektron obravnavan kot masna točka. Novejše meritve so 
pokazale, da elektron ima strukturo. Jedro elektrona, preračunano po meritvah izvedenih z 
ionsko pastjo, je zelo majhno in ima polmer manjši od 10-22 m [31]. Natančna struktura 
elektrona še ni poznana.  
Klasični ali Lorentzev polmer temelji na izenačenju električne energije elektrona in notranje 






Podroben opis in analiza klasičnega polmera 𝑎𝑎𝑒𝑒 je v nadaljevanju naloge, kjer je poimenovan 
elektrostatični polmer elektrona. Podobno je v nadaljevanju opisan magnetostatični polmer 









Oba statična radija sta dobljena iz statične Poisonove diferencialne enačbe. Če upoštevamo 
dinamično Helmholtzovo diferencialno enačbo, dobimo še elektrodinamični in 
magnetodinamični polmer elektrona. Rešitvi obeh diferencialnih enačb dobimo s pomočjo 
Greenovih funkcij. Greenova funkcija je pri statičnem in dinamičnem izračunu posebej 
določena za jedro elektrona in za zunanjost elektrona. V literaturi je zapisan elektrostatični 
polmer elektrona, ostali trije polmeri so novost v literaturi.  
Poleg že omenjenih polmerov elektrona so v literaturi pogosto uporabljeni še sledeči polmeri 
elektrona: Comptonov radij elektrona, kvantno mehanski Comptonov radij elektrona, 
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elektromagnetni radij elektrona, radij naboja elektrona in drugi [32]. Teh radijev v 
nadaljevanju ne bomo potrebovali in se zato v podrobnosti ne bomo spuščali.     
 
 
 Helmholtzova diferencialna enačba  
Najprej se bomo posvetili reševanju Helmholtzove diferencialne enačbe. Desni časovni del 
diferencialne enačbe (2.22) lahko poenostavimo z vstavitvijo izračunane konstante k (2.25) 
v časovni del (2.24) in uporabo le tega v enačbi (2.22). Po preureditvi poenostavljene enačbe 
dobimo homogeno Helmholtzevo diferencialno enačbo, v kateri ni več časovnega dela.  
(∇2 + 𝑘𝑘2)𝛷𝛷(𝐫𝐫) = 0 (3.5) 
 
Reševanje te diferencialne enačbe nam da prostorsko porazdelitev valovanja.  
 
Jedro elektrona lahko smatramo kot izvor valovanja, zato bomo vključili v reševanje tudi 
desni del nehomogene diferencialne enačbe (2.14), le da bomo funkcijo volumske gostote 
naboja razdelili na prostorski in časovni del po vzoru enačb (2.21) in (2.23), torej 
−𝐶𝐶𝜌𝜌(𝐫𝐫, 𝜕𝜕) = −𝐶𝐶𝜌𝜌(𝐫𝐫)𝑅𝑅−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 in v izračunu upoštevali samo prostorski del volumske gostote 
naboja 𝜌𝜌(𝐫𝐫). Namesto indukcijske in dielektrične konstante je uporabljena konstanta C. 
Nehomogena Helmholtzova diferencialna enačba, ki popisuje prostorsko porazdelitev 
valovanja elektrona, se glasi 
(∇2 + 𝑘𝑘2)𝛷𝛷(𝐫𝐫) = −𝐶𝐶𝜌𝜌(𝐫𝐫) (3.6) 
 
V nadaljevanju bomo uporabljali krogelne koordinate, ki so za popis elektrona primernejše 
(Slika 3.11). Transformacijske formule med kartezičnim in krogelnim koordinatnim 
sistemom in diferencialni element volumna v krogelnih koordinatah so 
�
𝑥𝑥 = 𝑘𝑘 sin𝜃𝜃 cos𝜑𝜑
𝑦𝑦 = 𝑘𝑘 sin𝜃𝜃 sin𝜑𝜑
𝑧𝑧 = 𝑘𝑘 cos𝜑𝜑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜑𝜑
 (3.7) 
 
Slika 3.11: Krogelni koordinatni sistem 
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V transformacijskih formulah so (𝑘𝑘,𝜃𝜃,𝜑𝜑) krogelne koordinate v mejah 0 ≤ 𝑘𝑘 < ∞, 0 ≤ 𝜃𝜃 <






















+ k2Φ = −Cρ (3.8) 
 










V enačbi je z 𝒓𝒓′ označen vektor, ki kaže na točke v izvoru. Izvor je jedro elektrona z 
volumnom 𝑑𝑑′. Z r je označena točka opazovanja v prostoru, ki je lahko v jedru ali izven 




Slika 3.12: Elektron v koordinatnem sistemu. Za boljšo preglednost smo izpustili kot 𝜑𝜑, oziroma  
𝜑𝜑′ 
 




 Greenova funkcija  
Predloženo delo obravnava model elektrona, ki predpostavlja, da ima elektron obliko krogle 
s končnim električnim in magnetnim premerom jedra, ki predstavlja izvor valovanja. 
Struktura električnega in magnetnega potenciala v jedru in izven njega je pogojena s funkcijo 
volumske gostote naboja 𝜌𝜌(𝐫𝐫′) v jedru elektrona. Volumska gostota naboja je v nadaljevanju 
obravnavana kot volumska električna gostota naboja 𝜌𝜌𝑒𝑒(𝐫𝐫′) pri električni obravnavi 
elektrona in kot volumska magnetna gostota naboja 𝜌𝜌𝑚𝑚(𝐫𝐫′) pri magnetni obravnavi 
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elektrona. Model predpostavlja, da je takšna krogla postavljena v neskončen prostor v 
vakuumu, brez mejnih površin, razen meje v neskončnosti [7, 33]. 
Pod temi predpostavkami lahko za izračun uporabimo Greenovo funkcijo iz klasične 
elektrodinamike [7, 33, 34], pri čemer moramo upoštevati pogoj zveznosti Greenove 
funkcije 𝐺𝐺(𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′) v vseh točkah 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘′ in robni pogoj v neskončnosti 𝐺𝐺(𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′) = 0 pri 𝑘𝑘 =
∞. Izračuni so izvedeni za valovanje, ki izhaja iz jedra in potuje v smeri izven jedra. 
Greenovo funkcijo 𝐺𝐺(𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′) [35, 36] z zgornjimi predpostavkami lahko zapišemo kot 
























Spremenljivka 𝑘𝑘′ označuje točke izvora, oziroma točke jedra elektrona in spremenljivka 𝑘𝑘 
točke opazovanja. V tej enačbi so uporabljene krogelne funkcije. Z 𝑗𝑗𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘) je označena 
krogelna Besselova funkcija prve vrste, ki je odvisna od radialne spremenljivke r (Slika 3.13) 
[37]. 













Slika 3.13: Krogelna Besselova funkcija prve vrste 
Naslednja  ℎ𝑛𝑛
(1)(𝑘𝑘𝑘𝑘) je krogelna Hankelova funkcija prve vrste, ki je ravno tako odvisna od 
radialne spremenljivke r (Slika 3.14 in Slika 3.15) 
ℎ𝑛𝑛














Slika 3.14: Realni del krogelne Hanklove funkcije prve vrste 
 
Slika 3.15: Imaginarni del krogelne Hanklove funkcije prve vrste 
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V izračunih bomo uporabljali tudi izraze za približne vrednosti obeh funkcij pri majhnem 








Slika 3.16: Krogelna Besselova funkcija prve vrste in aproksimacija 
 








Imaginarna komponenta Hanklove funkcije prve vrste je po absolutni vrednosti bistveno 
večja kot realna komponenta, zato aproksimacijska funkcija Hankelove funkcije prve vrste 
opisuje samo imaginarno komponento (Slika 3.17). 
 






Slika 3.17: Krogelna Hanklova funkcija prve vrste in aproksimacija 
 
Enačba (3.10) vsebuje tudi krogelne harmonike, ki so določeni s sledečimi formulami in so 










Slika 3.18: Kompleksni krogelni harmoniki 𝑌𝑌𝑛𝑛𝑙𝑙(𝜃𝜃,𝜙𝜙) in realni del kompleksnih krogelnih 
harmonikov 𝑅𝑅𝑅𝑅[𝑌𝑌𝑛𝑛𝑙𝑙(𝜃𝜃,𝜙𝜙)] [39] 
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V tej enačbi nastopajo pridruženi Legendrovi polinomi z argumentom cosθ  
















Slika 3.19: Legendrovi polinomi 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥), ki so obenem pridruženi Legendovi polinomi z indeksom 
𝑌𝑌 = 0, oziroma 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑥𝑥) =  𝑃𝑃𝑛𝑛0(𝑥𝑥) [40] 
 




 Statični elektromagnetni model elektrona 
3.3.4.1 Elektrostatični monopol 
V klasičnih delih elektrostatike in magnetostatike je elektron predstavljen kot delec s 
statičnim električnim in magnetnim poljem. Elektron s stališča elektrostatike ni 





Slika 3.20: Elektron z negativnim nabojem 
 
Če upoštevamo, da je valovno število enako nič, se nehomogena Helmholtzova diferencialna 
enačba (3.6) poenostavi. Preoblikovano enačbo imenujemo Poissonova diferencialna enačba 






kjer je 𝜌𝜌𝑒𝑒 volumska gostota električnega naboja. Rešitev Poissonove nehomogene 
diferencialne enačbe za statični električni potencial je podobna rešitvi (3.9), kjer je 𝑘𝑘 = 0,  












� 𝐺𝐺(𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′)𝜌𝜌𝑒𝑒(𝐫𝐫′)𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝑉𝑉′
  (3.19) 
 
V tej enačbi 𝑑𝑑′ predstavlja volumen jedra elektrona. Vektor r določa opazovano točko v 
prostoru, vektor 𝐫𝐫′ pa določa vse točke v jedru elektrona (Slika 3.12). V rešitvi (3.19) nastopa 
statična Greenova funkcija 𝐺𝐺(𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′) = (4𝜋𝜋|𝐫𝐫 − 𝐫𝐫′|)−1, kjer so radialne krogelne funkcije 






























Monopolno elektrostatično polje dobimo, če je 𝑌𝑌 = 𝑌𝑌 = 0.  Krogelni harmonik in njegova 




Volumska gostota električnega naboja 𝜌𝜌𝑒𝑒 izvora lahko popišemo z Diracovo delto funkcijo 








V enačbi je z 𝑞𝑞𝑒𝑒 označen električni naboj elektrona. Integral (3.19) se v krogelnih 
















   





, je končna 






Statično električno poljsko jakost v jedru izračunamo kot gradient statičnega električnega 
potenciala 
𝐄𝐄1 = −∇𝛷𝛷𝑒𝑒1(𝑘𝑘, 𝜃𝜃,𝜙𝜙) = (0,0,0) (3.24) 
 




































𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜙𝜙𝑑𝑑𝑘𝑘 = 0 (3.27) 
 
V notranjosti jedra elektrona je torej statična energija kot posledica električnega polja enaka 
nič.  
























Porazdelitev statične električne poljske jakosti zunaj jedra elektrona je (3.25) 






, 0,0) (3.30) 
 




















Celotna statična električna energija v elektronu je enaka  










3.3.4.2 Magnetostatični dipol 
Tudi pri magnetostatiki je valovno število 𝑘𝑘 = 0. Na sledeči sliki je prikazan elektron obdan 




Slika 3.21: Elektron z magnetnim poljem 
 
Če podobno kot pri elektrostatičnih enačbah v prejšnjem poglavju v Helmholtzovi 
diferencialni enačbi (3.6) vstavimo 𝑘𝑘 = 0 in 𝐶𝐶 = 𝜇𝜇0−1, dobimo Poissonovo diferencialno 



















V enačbi nastopa statična Greenova funkcija definirana z enačbo (3.20). Po podobnem 
izračunu, kot pri elektrostatičnem primeru, dobimo rešitve ob upoštevanju enačbe za 
volumsko gostoto magnetnega naboja 𝜌𝜌𝑚𝑚. Volumsko gostoto magnetnega naboja lahko 
zapišemo s pomočjo magnetizacije M  in Diracove delta funkcije  𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0) 
𝜌𝜌𝑚𝑚�𝑘𝑘′,𝜃𝜃 ′,𝜙𝜙′� = 𝜇𝜇0𝑀𝑀𝑐𝑐𝑀𝑀𝑠𝑠 𝜃𝜃′𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0) (3.35) 
 
Statično Greenovo funkcijo zapišemo za magnetni dipol s koeficientoma  𝑌𝑌 = 1 in 𝑌𝑌 = 0. S 
pomočjo enačbe (3.15) lahko zapišemo krogelni harmonik in njegovo konjugirano vrednost 
s sledečo enačbo 𝑌𝑌10(𝜃𝜃,𝜙𝜙) = 𝑌𝑌10(𝜃𝜃,𝜙𝜙)∗ = �
3
4𝜋𝜋
cos𝜃𝜃. Ob upoštevanju krogelnih 
harmonikov in enačb (3.19) ter (3.20), lahko zapišemo integral za izračun statičnega 




cos𝜃𝜃� � � 𝑀𝑀𝛿𝛿�𝑘𝑘′ − 𝑘𝑘0� cos2 𝜃𝜃 ′
𝑎𝑎
0







Če da integral z Diracovo delta funkcijo vrednost  ∫ 𝑀𝑀𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0)
𝑎𝑎
0 𝑑𝑑𝑘𝑘′ = 𝑀𝑀, potem je rešitev 




𝑘𝑘 cos𝜃𝜃 (3.37) 
 
Sledi izračun vektorja jakosti statičnega magnetnega polja 𝐇𝐇1 kot gradient (3.25) statičnega 
magnetnega potenciala  
𝐇𝐇1 = −∇𝛷𝛷𝑚𝑚1(𝑘𝑘,𝜃𝜃,𝜙𝜙) =
𝑀𝑀
3
(− cos𝜃𝜃 , sin𝜃𝜃 , 0) (3.38) 
 




















𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜙𝜙𝑑𝑑𝑘𝑘 (3.40) 
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Za izračun statične magnetne energije jedra elektrona dobi integral (3.40) sledečo obliko s 






















Pri izračunu statične magnetne energije izven jedra postopek ponovimo. Krogelna 
harmonika in koeficienti imajo isto vrednost kot pri izračunu jedra, zato lahko zapišemo 
integralsko enačbo statičnega magnetnega potenciala 𝛷𝛷𝑚𝑚2 izven jedra na podlagi enačb 














Če upoštevamo rešitev integrala za Diracovo delta funkcijo ∫ 𝑀𝑀𝑘𝑘′3𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0)
𝑎𝑎
0 𝑑𝑑𝑘𝑘′ = 𝑀𝑀𝑎𝑎
3, 




𝑐𝑐𝑀𝑀𝑠𝑠 𝜃𝜃 (3.43) 
 
Gradient (3.25) dobljenega statičnega skalarnega magnetnega potenciala nam da vektor 
jakosti statičnega magnetnega polja v okolici jedra elektrona 𝐇𝐇2 









sin𝜃𝜃 , 0� (3.44) 
 


































Celotno statično energijo magnetnega polja elektrona dobimo s seštevanjem vrednosti enačb 
(3.41) in (3.46) 







pri čemer smo magnetizacijo zamenjali z magnetnim momentom elektrona 𝑚𝑚𝑚𝑚, ki je 
določen na podlagi magnetizacije v volumnu jedra 





Za magnetni moment elektrona lahko uporabimo znano enačbo, ki jo v literaturi najdemo 






Če v enačbo (3.49) vstavimo 𝑚𝑚𝑒𝑒 iz povezave ℏ𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐, kjer smo c izrazili z (2.5) in 












 Statični polmer elektrona  
V tem poglavju bomo izvedli izračun statičnega električnega polmera elektrona in statičnega 
magnetnega polmera elektrona na podlagi elektrostatičnega monopola in magnetostatičnega 
dipola.  
 
Statični električni polmer elektrona se v literaturi navaja kot klasični polmer elektrona in je 
izračunan na podlagi enakosti notranje energije in električne energije elektrona. Podobno 
bomo izračunali statični magnetni polmer elektrona.  
 
Statični električni polmer elektrona in statični magnetni polmer elektrona sta veličini, ki 
nimata podlage v realnosti. Dejanski snovni polmer elektrona, v kolikor sploh obstaja, ni 
nujno enak kateremukoli izračunanemu polmeru. Predvideva se, da je snovni polmer še 
veliko manjši od naštetih polmerov.   
 
 
3.3.5.1 Izračun električnega polmera elektrona na podlagi elektrostatike  
Statični električni polmer elektrona bomo izračunali na podlagi enačbe (3.32) [42]. V tej 
enačbi predpostavimo, da je polovica notranje energije skrita v statičnem naboju in je enaka 














Po tej enačbi je elektrostatični polmer elektrona 𝑎𝑎𝑒𝑒 → 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 2.81794 × 10.−15𝑚𝑚 (3.52) 
 
Polmer elektrona je bil v tem primeru izračunan na podlagi elektrostatičnih enačb, ki izhajajo 
iz Poissonove diferencialne enačbe (3.18). 
 
 
3.3.5.2 Izračun magnetnega polmera elektrona na podlagi 
magnetostatike 
Podobno lahko izračunamo statični magnetni polmer elektrona na podlagi enačbe (3.50), 
kjer smo namesto statične magnetne energije 𝑈𝑈𝑚𝑚 vstavili polovico notranje energije 












Vrednost za k dobimo po enačbi snovnega valovanja ℏ𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐. Izračunana vrednost 
magnetostatičnega polmera 𝑎𝑎𝑚𝑚 → 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 je 
𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 = 4.71847 × 10.−14𝑚𝑚 (3.54) 
 
Vrednost za k je enaka 𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐ℏ
−1  in znaša 
𝑘𝑘 = 2.58961 × 10.12𝑚𝑚−1 (3.55) 
 
Vrednosti za statični električni polmer 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 in statični magnetni polmer 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 nista enaki. Pogoj 
za evanescentno valovanje 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒𝑘𝑘 < 1 in 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑘𝑘 < 1 je v obeh primerih izpolnjen.  
 
 
 Dinamični elektromagnetni model elektrona 
3.3.6.1 Dinamični električni monopol 
Najprej bomo izračunali rešitev nehomogene Helmholtzove diferencialne enačbe za 













V tej enačbi označuje  𝛷𝛷𝑒𝑒 električni skalarni potencial in 𝜌𝜌𝑒𝑒 volumsko gostoto električnega 
naboja (3.35). Če vstavimo Greenovo funkcijo (3.10) v (3.56), dobimo za reševanje 















Integral se nanaša na volumen jedra elektrona 'V .  Zanima nas osnovna porazdelitev, kjer 









Po tej enačbi računamo električni potencial znotraj jedra, zato je polmer v mejah 0 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑎𝑎 
in lahko računamo s krogelno Besselovo funkcijo prve vrste za male argumente, ki je v tem 
primeru po enačbi (3.13)  𝑗𝑗0(𝑘𝑘𝑘𝑘) ≃ 1. Volumski integral računamo glede na volumen jedra 




. Krogelni harmonik in njegova konjugirana vrednost imata po enačbi (3.15) 
isto vrednost 𝑌𝑌00(𝜃𝜃,𝜙𝜙) = 𝑌𝑌00(𝜃𝜃,𝜙𝜙)∗ =
1
√4𝜋𝜋
. Volumsko gostoto električnega naboja 𝜌𝜌𝑒𝑒 izvora 
lahko popišemo z Diracovo delto funkcijo 𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0), kjer je 𝑘𝑘0 koordinata središča jedra 






















, je končna 






Električno poljsko jakost izračunamo kot gradient (3.25) električnega potencialnega polja 
𝐄𝐄1 = −∇𝛷𝛷𝑒𝑒1(𝑘𝑘, 𝜃𝜃,𝜙𝜙) = (0,0,0) (3.61) 
 






















𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜙𝜙𝑑𝑑𝑘𝑘 = 0 (3.63) 
V notranjosti jedra elektrona je torej energija kot posledica električnega polja enaka nič. 
Sledi izračun energije zunaj jedra elektrona s pomočjo enačbe (3.10) in (3.56) na podoben 









Krogelna Besselova funkcija prve vrste v jedru  je  po enačbi (3.13)  𝑗𝑗0(𝑘𝑘𝑘𝑘′) ≃ 1.  Hankelova 



























Električna poljska jakost izven jedra je po računanju gradienta z uporabo operatorja 
gradienta (3.25) enaka 






, 0,0� (3.67) 
 























Integral (3.68) divergira. Energija po izračunu dobi neskončno vrednost. Neskončno 
energijo dobimo, če elektron neskončno časa seva v neskončni prostor. Vendar elektron v 
mirovnem stanju ne seva. V integralu imamo izraz, ki ga lahko razdelimo na dva dela. 
Argument 𝑘𝑘−2 predstavlja statični del, 𝑘𝑘2 pa dinamični del. V primeru statičnega izračuna 
predpostavimo, da je 0k =  in izgubimo vso informacijo o dinamični komponenti. V delih 
[1-3] je prikazano, da lahko nihanje deluje v stabilnem evanescentnem področju, če je 
argument 𝑘𝑘𝑘𝑘 < 1, torej ne bo stabilen, če se bo argument približeval neskončnosti 𝑘𝑘𝑘𝑘 → ∞. 
V tem primeru bo nihanje sevalo energijo, ki je zaradi tega neskončna, kar pa je v nasprotju 
z našo predpostavko. Torej moramo privzeti, da je 𝑘𝑘𝑘𝑘 malo število, pri čemer pa velja 𝑘𝑘 ≠
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0. To lahko naredimo tako, da v integralu argumentu 𝑘𝑘𝑘𝑘 predpišemo konstantni radij 𝑘𝑘𝑘𝑘 →










Celotna električna energija elektrona vsled električnega polja je enaka vsoti energij (3.63) in 
(3.69)  in je 










3.3.6.2 Dinamični magnetni dipol 
Elektron ima poleg električnega tudi magnetno polje, ki ga lahko popišemo z dipolom v 
večpolarni vrsti. Torej bomo reševali nehomogeno Helmholtzovo diferencialno enačbo za 











kjer je 𝛷𝛷𝑚𝑚 skalarni magnetni potencial in 𝜌𝜌𝑚𝑚 volumska gostota magnetnega naboja (3.35). 
Podobno kot v primeru električnega monopola, rešitev enačbe (3.71) v krogelnih 















Pri osnovni rešitvi za dipol sta indeksa na desni strani enačbe  𝑌𝑌 = 1 in 𝑌𝑌 = 0 in z enačbo  









Volumsko gostoto magnetnega polja 𝜌𝜌𝑚𝑚 (3.35) lahko zapišemo s pomočjo magnetizacije M 
in Diracove delta funkcije  𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0). Krogelno Besselovo funkcijo prve vrste v primeru  
𝑌𝑌 = 1 zapišemo za jedro po približni enačbi (3.13) 𝑗𝑗1(𝑘𝑘𝑘𝑘) ≃
𝑘𝑘𝑖𝑖
3
, krogelna Henkelova 




pomočjo enačbe (3.15) lahko zapišemo krogelni harmonik in njegovo konjugirano vrednost 
s sledečo enačbo 𝑌𝑌10(𝜃𝜃,𝜙𝜙) = 𝑌𝑌10(𝜃𝜃,𝜙𝜙)∗ = �
3
4𝜋𝜋
cos𝜃𝜃. Ob upoštevanju naštetih vrednostih in 
















Če da integral z Diracovo delta funkcijo vrednost  ∫ 𝑀𝑀𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0)
𝑎𝑎
0 𝑑𝑑𝑘𝑘′ = 𝑀𝑀, potem je rešitev 




𝑘𝑘 cos𝜃𝜃 (3.75) 
 
Sledi izračun vektorja jakosti magnetnega polja 𝐇𝐇1 kot gradienta magnetnega potenciala 
(3.25) 
𝐇𝐇1 = −∇𝛷𝛷𝑚𝑚1(𝑘𝑘,𝜃𝜃,𝜙𝜙) =
𝑀𝑀
3
(− cos𝜃𝜃 , sin𝜃𝜃 , 0) (3.76) 
 




















𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜙𝜙𝑑𝑑𝑘𝑘 (3.78) 
 

























Magnetni potencial v okolici jedra izračunamo na podlagi enačb (3.9) in (3.10) na podoben 











V to enačbo vstavimo približno vrednost krogelne Besselove funkcije prve vrste po enačbi 
(3.13) za jedro elektrona 𝑗𝑗1(𝑘𝑘𝑘𝑘′) ≃
𝑘𝑘𝑖𝑖′
3
, ki je opredeljeno z volumnom 𝑑𝑑′. Zunanjost jedra 
opisuje krogelna Henkelova funkcija prve vrste (3.12) in je enaka ℎ1
(1)(𝑘𝑘𝑘𝑘) = −𝑅𝑅𝑖𝑖𝑘𝑘𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑖𝑖+𝑖𝑖
(𝑘𝑘𝑖𝑖)2
. 
Ker gre tu za okolico jedra, ne uporabimo približka, ampak točno vrednost krogelne 
Henkelove funkcije prve vrste. Krogelni harmonik in njegova konjugirana vrednost sta enaki 















Če upoštevamo rešitev integrala z Diracovo delta funkcijo ∫ 𝑀𝑀𝑘𝑘′3𝛿𝛿(𝑘𝑘′− 𝑘𝑘0)
𝑎𝑎
0 𝑑𝑑𝑘𝑘′ = 𝑀𝑀𝑎𝑎
3, 




𝑀𝑀𝑎𝑎3 cos𝜃𝜃 (3.83) 
 
Gradient (3.25) dobljenega skalarnega magnetnega potenciala nam da vektor jakosti 
magnetnega polja v okolici jedra elektrona 𝐇𝐇2 









sin𝜃𝜃 , 0� (3.84) 
 











𝑘𝑘2 sin𝜃𝜃 𝑑𝑑𝜃𝜃𝑑𝑑𝜙𝜙𝑑𝑑𝑘𝑘 (3.85) 
 















in je divergenten pri integriranju po spremenljivki r  













Tudi tu bomo upoštevali, da evanescentno valovanje brez izgub energije obstaja, če je 𝑘𝑘𝑘𝑘 <
1. Ta pogoj za 𝑘𝑘 = ∞ ne velja, zato bomo tudi tu uvedli zamenjavo 𝑘𝑘𝑘𝑘 → 𝑘𝑘𝑎𝑎, da bomo 
zadostili pogoju. Enačba (3.87) se sedaj glasi 
Metodologija raziskave 
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𝜇𝜇0𝑎𝑎3𝑀𝑀2((𝑘𝑘𝑎𝑎)4 + 2(𝑘𝑘𝑎𝑎)2 + 6) (3.89) 
 
Celotno energijo dinamičnega magnetnega polja elektrona dobimo s seštevanjem enačb 
(3.80) in (3.89) 
𝑈𝑈𝑚𝑚 = 𝑈𝑈𝑚𝑚1 + 𝑈𝑈𝑚𝑚2 =
𝜇𝜇0
72𝜋𝜋𝑎𝑎3
𝑚𝑚𝑚𝑚2(9 + 2(𝑘𝑘𝑎𝑎)2 + (𝑘𝑘𝑎𝑎)4) (3.90) 
 
pri čemer smo magnetizacijo zamenjali z magnetnim momentom 𝑚𝑚𝑚𝑚, ki je definiran za 
elektron na podlagi magnetizacije v volumnu jedra (3.48). 
 
 
 Dinamični polmer elektrona 
Podobno kot pri računanju statičnega električnega in statičnega magnetnega polmera na 




3.3.7.1 Izračun električnega polmera elektrona na podlagi 
elektrodinamike 
Izračun električnega dinamičnega polmera elektrona na podlagi elektrodinamskih enačb 
bomo začeli z enačbo (3.70). Podobno kot pri elektrostatičnem izračunu predpostavimo, da 
je polovica notranje energije enaka električni dinamični energiji delca 𝑈𝑈𝑒𝑒 (3.70). Z uporabo 












Valovno število je enako kot v prejšnjem izračunu (3.55). Po tej enačbi je polmer elektrona 
𝑎𝑎 → 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 2.81809 × 10.−15 𝑚𝑚 (3.92) 
 
Električni dinamični polmer elektrona je bil v tem primeru izračunan na podlagi 





3.3.7.2 Izračun magnetnega polmera elektrona na podlagi 
elektrodinamike 
Sledi še zadnji izračun magnetnega polmera elektrona na osnovi magnetodinamike. 
 
Če maso elektrona v enačbi (3.49) nadomestimo z izraženo maso iz enačbe 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐 = 𝑘𝑘ℏ, ter 













Tudi tu smo energijo nadomestili z Einsteinovo enačbo (2.34) in uporabili relacijo (2.5). 
Valovno število je določeno z vrednostjo (3.55). Dobljen rezultat za magnetodinamski 
polmer elektrona je 𝑎𝑎 → 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 
𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 = 4.72374 × 10.−14𝑚𝑚 (3.94) 
 
S tem smo zaključili preračune. Dinamični rezultati se od statičnih malo razlikujejo, kar 




4 Rezultati in diskusija 
V nalogi je uspešno prikazana razlaga energijskega delca, ki predstavlja foton in snovnega 
delca, ki predstavlja elektron. Foton in posledično svetloba je elektromagnetno valovanje, ki 
se razširja v prostoru. Prosti elektron v mirovnem stanju je snovni delec, ki je v nalogi 
predstavljen kot elektromagnetno nihanje, katerega posledica je evanescentno valovanje. 
Evanescentno valovanje nima energijskih izgub, zato je elektron stabilen delec. Tak pogled 
je nov v literaturi. Princip delovanja je najprej teoretično opisan in prikazan z analognim 
modelom. Prikazani so tudi fizikalni pojavi, ki jih ta model razloži.  
 
Rezultat naloge je tudi izračun statičnega električnega in magnetnega radija elektrona. Na 
podlagi elektrodinamike sta izračunana tudi dinamična polmera elektrona. Tako električni 
kot magnetni dinamični polmer se malo razlikujeta od ustreznih statičnih polmerov. To 
potrjuje domnevo, da sta statično izračunana polmera dovolj dobra približka. Izračun 
dinamičnih polmerov je novost v literaturi. Težavo pri izračunu predstavljajta divergentna 







V nalogi je predstavljena dvojna narava masnih in energijskih delcev. Oba tipa delcev sta 
prikazana kot nihanje, oziroma valovanje elektromagnetnega polja. Elektron je šele v 
najnovejši literaturi opisan kot dinamičen elektromagnetni delec, ki povzroča 
elektromagnetno evanescentno valovanje. To je način valovanja brez izgube energije v 
okolico. Na podlagi evanescentnega valovanja elektrona je iz valovnih enačb 
elektromagnetnega polja izpeljana elektromagnetna Schrödingerjeva enačba za prosti 
elektron. To je novost, ki še ni bila opisana v znanstveni literaturi. Skoraj sto let stara 
mehanska Schrödingerjeva enačba opisuje elektron na podlagi mehanskega valovanja. 
Valovna funkcija kot rešitev mehanske Schrödingerjeve enačbe je v naravi težko razložljiva. 
Prevladala je razlaga z verjetnostjo nahajanja elektrona v prostoru. Taki razlagi sta 
nasprotoval Schrödinger in Einstein, vendar celovite rešitve te težave nista podala. 
Elektromagnetna Schrödingerjeva enačba, ki je prikazana v tem delu, natančno opiše 
valovno funkcijo kot električno in magnetno potencialno skalarno polje. Tak način razlage 
valovne funkcije dobljene na podlagi Schrödingerjeve enačbe je nedvomno novost in 
omogoča lažje razumevanje strukture elektrona podkrepljena z vrsto znanih poizkusov na 
področju optike in atomike. 
Drug del je posvečen izračunu električnega in magnetnega polmera elektrona. Splošno znan 
in velikokrat uporabljen je elektrostatični polmer elektrona, imenovan tudi klasični polmer 
elektrona. Dobimo ga kot rezultat enačenja električne in notranje energije elektrona. V tem 
delu je izračun statičnega polmera elektrona izveden preko reševanja Poissonove 
nehomogene diferencialne enačbe. Rezultat izračuna elektrostatičnega polmera elektrona je 
v tej nalogi je 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 2.81794 × 10.−15𝑚𝑚 in se povsem ujema z izračunu navedenimi v 
literaturi. Na podoben način je v tej nalogi izračunan magnetostatični polmer elektrona, ki 
znaša 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 = 4.71847 × 10.−14𝑚𝑚. Ta dva izračuna sta bila za osnovo izračunu obeh 
dinamičnih polmerov elektrona. Izračun le teh je novost, ki v literaturi še ni bila zapisana. 
Izračun je osnovan na Helmholtzovi nehomogeni diferencialni enačbi. Veliko težavo pri 
izračunu predstavlja energijski integral, katerega rešitev divergira. Divergenca energijskih 
integralov povzroča veliko težavo pri njihovem reševanju. V tej nalogi je divergenca uspešno 
izločena z inovativnim pristopom reševanja s pogoji evanescentnega valovanja. Izračunani 
dinamični električni polmer elektrona je 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 2.81809 × 10.−15 𝑚𝑚 in izračunani 
dinamični magnetni polmer elektrona 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑒𝑒 = 4.72374 × 10.−14𝑚𝑚. Oba električna in oba 
magnetna polmera elektrona se dobro ujemata. Razlika med električnim statičnim in 
električnim dinamičnim polmerom elektrona je manjša od |∆𝑎𝑎𝑒𝑒| < 1.6 × 10.−19𝑚𝑚 in med 
magnetnim statičnim in magnetnim dinamičnim polmerom elektrona manjša od |∆𝑎𝑎𝑚𝑚| <
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5.3 × 10.−17𝑚𝑚. Tak rezultat je bil tudi pričakovan. Statična izračuna obeh polmerov sta zelo 
dobra približka obeh dinamičnih polmerov.  
Delo v celoti predstavlja novost v prikazu elektrona v mirovanju, saj je leta prikazan kot 
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V prilogi so dodani programi, s katerimi smo izrisali grafe funkcij v programu Octave, 
oziroma MATLAB.  
 
Program za izris krogelne Besselove funkcije prve vrste  
1   %Izračun krogelne Besselove funkcije za različne argumente n 
2     x=0:0.02:10; 
3     figure 1 
4     plot(x,krogBessel(0,x),'g','LineWidth',2) 
5     hold on 
6     plot(x,krogBessel(1,x),'r','LineWidth',2) 
7     plot(x,krogBessel(2,x),'b','LineWidth',2) 
8     plot(x,krogBessel(3,x),'m','LineWidth',2) 
9     plot(x,krogBessel(4,x),'c','LineWidth',2) 
10   title ('Krogelna Besselove funkcija') 
11   legend('n=0','n=1','n=2','n=3','n=4', 'Location', 'NorthEast') 
12   grid 
13   xlabel('kr [1]') 
14   ylabel('jn(kr) [1]') 
15   hold off 
 
Program za izris krogelne Besselove funkcije prve vrste in aproksimacije  
1     %Izračun krogelne Besselove funkcije in aproksimirane funkcije 
2     %za različne argumente n 
3     x=0:0.02:1; 
4     a=[1,.5,.1,.01] 
5     for n=0:3 
6     b=krogBessel(n,x) 
7     subplot(2,2,n+1) 
8     plot(x,b,'g','LineWidth',2) 
9     grid 
10   xlabel('kr [1]') 
11   ylabel('jn(kr) [1]') 
12   axis([0 1 0 a(n+1)]) 
13   hold on 
14   jc=x.**n./(factorial(2*n+1)/(2**n*factorial(n))) 
15   plot(x,jc,'r','LineWidth',2) 
16   if n==0 




18   else  
19   legend(strcat('Bessel n=',int2str(n)),strcat('Aproksimacija n=',int2str(n)), 'Location', 'NorthWest') 
20   end 
21   hold off 
22   end 
 
Program za izris realnega in imaginarnega dela krogelne Hanklove funkcije prve vrste 
1     %Izračun krogelne Hankelove funkcije za različne argumente n 
2     x=0:0.02:10; 
3     %Realni del 
4     figure 1 
5     plot(x,real(krogHankel(0,x)),'g','LineWidth',2) 
6     axis([0 10 ‐1 1]) 
7     hold on 
8     plot(x,real(krogHankel(1,x)),'r','LineWidth',2) 
9     plot(x,real(krogHankel(2,x)),'b','LineWidth',2) 
10   plot(x,real(krogHankel(3,x)),'m','LineWidth',2) 
11   plot(x,real(krogHankel(4,x)),'c','LineWidth',2) 
12   title ('Krogelna Hankelova funkcija ‐ realni del') 
13   legend('n=0','n=1','n=2','n=3','n=4', 'Location', 'NorthEast') 
14   grid 
15   xlabel('kr [1]') 
16   ylabel('Re(hn(kr)) [1]') 
17   hold off 
18   %Imaginarni del 
19   figure 2 
20   plot(x,imag(krogHankel(0,x)),'g','LineWidth',2) 
21   axis([0 10 ‐1 1]) 
22   hold on 
23   plot(x,imag(krogHankel(1,x)),'r','LineWidth',2) 
24   plot(x,imag(krogHankel(2,x)),'b','LineWidth',2) 
25   plot(x,imag(krogHankel(3,x)),'m','LineWidth',2) 
26   plot(x,imag(krogHankel(4,x)),'c','LineWidth',2) 
27   title ('Krogelna Hankelova funkcija ‐ imaginarni del') 
28   legend('n=0','n=1','n=2','n=3','n=4', 'Location', 'NorthEast') 
29   grid 
30   xlabel('kr [1]') 
31   ylabel('Im(hn(kr)) [1]') 
32   hold off 
 
Program za izris krogelne Hanklove funkcije prve vrste in aproksimacije  
1     %Izračun krogelne Hankelove funkcije in aproksimirane funkcije 
2     %za različne argumente n, kompleksni del 
3     x=0:0.02:1; 
4     for n=0:3 
5     %b=real(krogHankel(n,x)) 
6     b=imag(krogHankel(n,x)) 
7     subplot(2,2,n+1) 
8     plot(x,b,'g') 
9     grid 
10   xlabel('kr [1]') 
11   ylabel('Im(Hn(kr)) [1]') 
12   axis([0 1 ‐30 10]) 
13   hold on 




15   jc=((‐i).*(factorial(2*(n‐1)+1)./(2**(n‐1)*factorial(n‐1)))./x.**(n+1)) 
16   else 
17   jc=((‐i)./x.**(n+1)) 
18   end 
19   plot(x,imag(jc),'r') 
20   legend(strcat('Bessel n=',int2str(n)),strcat('Aproksimacija n=',int2str(n)), 'Location', 'NorthWest') 
21   hold off 
22   end 
